
V Espaces vectoriels normés

V.A Questions de cours :
* Démontrer la caractérisation de l’adhérence par les suites.
* Montrer que } ¨ }2 est une norme sur Cpra, bs,Kq.
* Démontrer le théorème de Bolzano-Weierstrass.

V.B Exercices :

Exercice 1: *

Soient N1 et N2 deux normes sur un espace vectoriel E. On pose N “ maxpN1, N2q. Montrer que
N est une norme sur E.

Exercice 2: *

On définit une application sur MnpRq en posant

NpAq “ nmax
i,j

|ai,j | si A “ pai,jq.

Montrer que N est une norme sur MnpRq, puis qu’il s’agit d’une norme d’algèbre, c’est-à-dire que

NpABq ď NpAqNpBq.

Exercice 3: **

1. Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé. Montrer que la distance à une partie non vide A de
E est 1-lipschitzienne de pE, } ¨ }q dans pR, | ¨ |q.

2. Montrer que la distance d’un élément x P E à A est nulle si et seulement si x P A.

Exercice 4: **

Montrer que pour tout f P C0pra, bs,Rq, Nppfq ÝÑ
pÑ`8

N8pfq
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Exercice 5: *** Inégalités de Hölder et Minkowski

Soit x, y P R˚
`, p, q P r1,`8r tels que 1

p ` 1
q “ 1, et a1, . . . , an, b1, . . . , bn 2n réels strictement

positifs.

1. Montrer que

xy ď
1

p
xp `

1

q
yq.

Si le cours sur la convexité n’a pas encore été traité, on admet cette première question.
2. On suppose dans cette question que

řn
i“1 a

p
i “

řn
i“1 b

q
i “ 1. Montrer que

řn
i“1 aibi ď 1.

3. En déduire l’inégalité de Hölder :

n
ÿ

i“1

aibi ď

˜

n
ÿ

i“1

api

¸1{p ˜

n
ÿ

i“1

bqi

¸1{q

.

4. On suppose en outre que p ą 1. Déduire de l’inégalité de Hölder l’inégalité de Minkowski :

˜

n
ÿ

i“1

pai ` biq
p

¸1{p

ď

˜

n
ÿ

i“1

api

¸1{p

`

˜

n
ÿ

i“1

bpi

¸1{p

.

5. On définit pour x “ px1, . . . , xnq P Rn

}x}p “ p|x1|p ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|pq
1{p

.

Démontrer que } ¨ }p est une norme sur Rn.

Exercice 6: ***

Soit a ě 0. Pour P P RrXs, on définit

NapP q “ |P paq| `

ż 1

0

|P 1ptq| dt.

1. Démontrer que Na est une norme sur RrXs.
2. Soit a, b ě 0 avec a ă b et b ą 1. Démontrer que Na et Nb ne sont pas équivalentes.
3. Démontrer que si pa, bq P r0, 1s2, alors Na et Nb sont équivalentes.

Exercice 7: ****

1. Soit u une suite réelle telle que limnÑ`8 un`1 ´ un “ 0. Démontrer que l’ensemble des
valeurs d’adhérence de u est un intervalle.

2. Application : soit f : ra, bs Ñ ra, bs une fonction continue et u une suite définie par u0 P ra, bs
et un`1 “ fpunq.
Démontrer que punq converge si et seulement si limnÑ`8pun`1 ´ unq “ 0.

Exercice 8: ****

1. Soit pE, } ¨ }q un evndf, soit F une partie fermée de E et f : F Ñ F une application
contractante. Montrer que f admet un unique point fixe.

2. Montrer que le résultat précédent reste valable même si on a seulement fp est contractante
pour un entier naturel p.
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